CHAPITRE XIII

LES EQUATIONS DE MAXWELL
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CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

I La conservation de la charge

1.1 Une premiére approche 1D

L'expérience en physique dégage dans tous les cas de figure que la charge électrique est un invariant : elle
ne disparaft, ni n'apparait pour un systéme fermé.

On se propose dans cette partie de dégager une loi locale traduisant cette propriété.
A RETENIR :
On considére une distribution de courant de vecteur densité volumique orienté selon I'axe [Ox) et ne dépendant

spatialement que de la variable z 7 = J(z,t) - e2. Isolons un volume élémentaire dr = S - dz de surface de base
S et de longueur dx fixe dans le référentiel d'étude, et établissons un bilan de charge entre les instants ¢ et t + dt :

J(x, n P j(x +dx,1)

X x+dx

L— Volume élémentaire du
systeme : dr =S -dx

F1Gure XIII.1 — Conservation de la charge : établissement cadre 1D

BILAN DE CHARGE DU VOLUME dr = S - dz :
» A LA DATE ¢ :

0Q(t) = p(x,t) - Sdx

» A LA DATE ¢+ dt :

0Q(t + dt) = p(x,t + dt) - Sdz

Evaluons la variation de charge du volume dr pendant dt de deux maniéres :

e Par différence des deux relations précédentes :

4[50] = 6Q(t + dt) — 5Q(t) = [p(at + dt) — p(,1)] -Sdz = 2P g; ) S da (XIIL1)
Oplat)
ot

e Par bilan des courants entrant et sortant :
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CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

d[6Q] = [I(z,t) — I(z + du,t)] - dt = H7xt Lds — {f T (x4 de,t) - d8| -
S(zx)

S(z,dx)

0Jy(z,

= [Ja(e,t) = Jo(w + de, £)] S - dt = === .y 8- dt (XIIL.2)
xXr

En égalisant XIII.1 et XIII.2, il vient :

0@ )  psde — %@t o

ot ox

soit finalement :

Op(x,t) | OJu(,t)

ot ox =0

1.2 Généralisation a 3D - conséquences
a - Equation locale de conservation de la charge

Reprenons la démonstration précédente par une approche locale 3D (hors programme)
Considérons le volume V fixe d'un matériau immobile

ou bien d'espace dans le référentiel d'étude. Si I'on appelle (\
p(M,t) la densité volumique de charge alors la charge totale

de V est : Iemrant

= Hf p(M,t) x dr
v v
Evaluons son taux de variation dans le temps; on a : omm

Q¢ + dt) fjfﬂ (Mt + dt) x dr F1GURE XlII.2 — Convervation de la charge

ainsi

dQ = Q(t + dt) — Hj (M, t +dt) — p(M,t)| x dr

8/)(]% t) dt

. o dQ) Ip(M,t)
soit finalement : 3 - ffj o x dt

Si ce taux de variation est non nul, le principe de conservation de la charge impose un échange (positif ou
négatif) de charge avec |'extérieur du volume V.

En remarquant, comme dans la démonstration 1D, que le taux de variation de la charge correspond simplement
au courant traversant la frontiére de V/, en tenant compte bien siir du sens des flux de charges entrant et/ou
sortant, on peut écrire :

.. Jean-Laurent GRAYE o 3



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

&(t) — lentrant — Isortant = @ _7(M’t) : ﬁem x dS

dt
S/v

=liotal

le sighe — devant l'intégrale de flux provenant de la normale aux surfaces fermées toujours orientée vers
I'extérieur.
Soit :

jjja’”‘“ xdr = f§ ~T(L,0) - T es x dS

S|V

avec 70 vecteur unitaire normal de surface orienté vers I'extérieur

En appliquant la relation de Green-Ostrogradski :

[ 2290 ar — — [(f dinT 01.0) x dr
v 1%

En regroupant les deux termes dans le méme membre, on obtient I’équation locale de conservation de
la charge généralisée a 3D appelée aussi équation de continuité de la charge :

PROPRIETE - (1.2) -

Op(M,t

Equation locale de conservation de la charge < 5 ) + div?(]\/f ) =0 (XIIL.3)

b - Cas du régime permanent/ARQS - loi des noeuds en ARQS

Dans le cadre des régimes permanents ou de I'’ARQS électrociné- I AZ I
. . . . IM/

tique on a stationnarité de la charge volumique p, soit :

M:O SZS3

ot
ce qui impose la relation locale dz’v7 =0 m\h

En intégrant cette relation sur un volume autour d'un noeud de

courant il vient avec le théoréme de G.O. :
F1GURE XlII.3 — Loi des noeuds

jﬂdzﬁ dr= (7 a5 = ﬂ? nds+ﬂ7 TS + . :_iszo

S/V

les courants étant comptés positivement lorsqu'ils arrivent sur le noeud. On retrouve la loi des noeuds avec :

i[k =0
k=1

4 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

II Les équations de Maxwell

II.1 L’équation de Maxwell Ampére - courants de déplacement
a - Quelque-chose manque a ’appel !!!

Ecrivons la forme locale du théoréme d'Ampére dégagée en cours de magnétostatique :

FobB = oS

il vient avec la propriété vectorielle div (@) =0: div (@g) = uodiv7 =0
soit : div7 =0

Cette derniére équation est incompatible avec la relation de conservation de la charge établie précédemment
dans le cadre le plus général i.e. pour tout régime :

dp . _
E +dﬂ)7 =0

Ainsi, I'équation locale traduisant le théoréme d'Ampére dégagée en magnétostatique ne convient donc pas a
la description de tout régime.

Pour assurer la compatibilité avec les régiﬂes variables, I'idée de Maxwell fut d’ajouter un terme de courant
supplémentaire jp au courant de conduction j ; ainsi :

7?%?:#0(74-&7—1;)

en prenant la divergence de cette derniére équation et en tenant compte de div[rot

] =0, on obtient :
- =
div(j + JD) =0
soit avec |'équation de conservation de la charge :
— 0
divJp = —div7 I
ot
En supposant la validité de la forme locale du théoréme de Gauss pour tout régime, on a divﬁ — P it

€0
9 _ i[O
o~ |

on a finalement :

Ainsi, une forme compatible est :

7 _ o OF
D=0y

La forme locale du théoréme d'Ampére pour tout régime appelée équation de Maxwell-Ampére s'écrit donc :

... Jean-Laurent GRAYFE o



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

7ol B = g (7 + 60(95) (XIIL.4)

REMARQUE - (II.1) - 1:

o 0 .
Historiquement, Maxwell appela le terme ¢g—— «courants de déplacement». La suite propose une

interprétation physique de ce terme afin de justifier une telle appellation.

Exercice de cours: (11.1) - n° 1 Retrouver |'équation de conservation de la charge a partir de I'équation
de Maxwell-Ampére. On utilisera la relation div(rot) =0

b - Signification physique des courants de déplacement : exemple de la décharge d’un
condensateur
s s . Surface Z=S” U S§”
Prenons le cas d’un condensateur initialement chargé, - (touge)
et se déchargeant dans une résistance R. ‘{,:llatémle)
Appliquons le théoréme d’Ampére sur le contour C en Surface §
. . [ o€ (bleue)
exploitant la relation de Stokes Ampére dans 2 cas de P
figure : -
. I N L |~ Contour €
B SANS PRISE EN COMPTE DES COURANTS DE DEPLACEMENT : -
<«—
e.
—
j{ﬁ‘ﬁ:jjrotﬁ-c@:,uojf?-cﬁ:,ugl (1) R
e s/c s/c

Choisissons maintenant d’intégrer sur la surface ¥ Figure XIII.4 — Décharge d’un condensateur plan
s’appuyant toujours sur le contour C mais passant dans une résistance R

cette fois entre les armatures du condensateur, espace
dans lequel aucun courant physique n’existe (aucune
charge physique ne traverse la surface 3) :

fﬁﬁ:ﬂ@?-aﬁ:uoﬂjoﬁ:om 2)

s/C s/C

Commentaires : il apparait ici une incohérence entre les relations (1) et (2); en fait la seconde surface
(S”) qui plonge dans I'espace inter-armature du condensateur est traversée par des courants dont nous n'avons
pas tenu compte. Ce sont les courants de déplacement évoqués dans |'équation de Maxwell-Ampére, et dont la
densité volumique est :

— 6@

Ja =g,

6 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

B AVEC PRISE EN COMPTE DES COURANTS DE DEPLACEMENT :

Ces courants sont proportionnels au taux de variation du champ électrique E et posséde la méme direction
que ce dernier.

VERIFICATION :
En retenant |'hypothése du condensateur plan idéal, le champ électrique en tout point de I'espace s'écrit :

Eeact = 6>
ﬁmt o, Q yoNa

%62 S,, €z
Reprenons la démarche précédente d’application du théoréme d’Ampeére sur les deux surfaces S et X en tenant
cette fois compte des courants de déplacement :
e Sur S:

fﬁ al = ffmtﬁ s = “Off7+@ 5 = wol

sjc sjc
e Sur X :

7{3 7 ffrot? cﬁ Mojf j +]D cﬁ Moeojf cﬁ ,uoeojfaﬁ cﬁ

s/c
= Mo€o !J 607 el

a—Q e cﬁ = lo fj G —1dS = poIM!

CONCLUSION : On voit sur cet exemple simple que la prise en compte des courants de déplacement permet
de corriger |'incohérence constatée et de généraliser le théoréme d'Ampére aux régimes quelconques.

Fig. 739 Le champ électrique & un instant donné. La valeur
absolue de E déerolt partout & mesure que le temps s'écoule.

~

8 ian oo coc oo (ot bl Wl oermd
s ‘déplacement (Réches noires).

F1GURE XIIL.5 — Courants de conduction et de déplacement lors de la décharge d’un condensateur (extrait
cours de Physique Berkeley vol.Il Edward Mills Purcell 1963 (Nobel de physique 1952)

.. Jean-Laurent GRAYE o 7



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

I11.2 Equation de Maxwell-Faraday : traduction locale de I'induction
a - Rappel de MPSI : mise en évidence de I’induction - f.e.m.

. . - % 1 1 - Z Z .
En mettant un aimant de moment dipolaire M en mouvement sur |'axe d’une spire fermée de résistance totale
R, on constate deux effets différents suivant le sens de déplacement de I'aimant :

Cas a) : Aimant qui s’¢loigne de la spire : Bl Cas b) : Aimant qui se rapproche de la spire : BT
Ficure XIII.6 — Mise en évidence expérimentale de I'induction

e AIMANT QUI S’ELOIGNE DE LA SPIRE (CAS A) :
ona: HﬁH N\, sur la spire = éspire(g) N\, et il apparait I > 0 et donc un champ induit pour tenter
d’augmenter le flux = effet de modération

e AIMANT EN RAPPROCHEMENT :
ona:||B||l / sur la spire = @Spire(g) " et il apparait I < 0 et donc un champ induit pour tenter de
diminuer le flux = effet de modération

CONCLUSION : il apprait une f.e.m. dans le circuit et donc la circulation de ﬁ sur la spire ne peut étre
nulle dans ce régime variable (on rappelle que la circulation entre deux points permet d'évaluer la différence
de potentiel) ; ainsi, on pose la f.e.m. e apparaissant en régime variable :

e:}z{ﬁ-ﬁ;ﬁo

par ailleurs, I'expérience montre que la f.e.m. est réliée a la variation du flux ®(¢) du champ magnétique a
travers la spire de courant par :

dd(t
e= —L loi de Lenz-Faraday
dt
b - Passage a I’échelle locale : I’équation locale de Maxwell-Faraday
Ona:
o doe(t) 1 1
s/c s/c s/c
soit :

§2a- L[ [Bonoa - Boro] 3| -1 ﬂ(ﬁw.dt).ﬁ

ot
s/c s/c

8 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

g (20

s/e

ainsi en appliquant le théoréme de Stokes-Ampére au premier membre de cette relation il vient :

J[E E - (P00

s/c s/c

d'ol I'on tire :

OB (M, 1)

rol B (M, 1) = — o

équation de Maxwell-Faraday

I1.3 Bilan des équations locales de Maxwell- premiéres propriétés

Entre 1856 et 1864, J.C. Maxwell énonca et publia un ensemble quatre équations locales cohérentes conte-
nant «tout |'électromagnétismey ; ces résultats sont appelés équations de Maxwell, et contiennent toutes les
propriétés du champ électromagnétique : structure, lien avec ses sources (p, ?) phénoméne d'induction électro-
magnétique, prévisions de la propagation du champ électromagnétique etc...

d/}lvﬁ =0 <« Equation de Maxwell-flux ou Maxwell-Thomson (XIIL.5)
dvE =" & Equation de Maxwell-Gauss (XIII.6)
€0
0B
Tt E = 5 @ Equation de Maxwell-Faraday (XIIL.7)
OE
77%? = 1o <7 + 605915) < Equation de Maxwell-Ampére (XIIL.8)

po = 4m1.1077 H.m™! perméabilité magnétique du vide
avec : 1 e . .

€y = 36n 1072 Fom™1  permitivité diélectrique du vide
T

et MOEOCQ =1

... Jean-Laurent GRAYFE o 9



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

REMARQUE - (I1.3) - 2:

e Les champs électrique et magnétique sont couplés dans deux des équations. Nous verrons plus bas
que ce couplage est a |'origine de la propagation du champ électromagnétique (E, B).

e Les équations de Maxwell sont linéaires.
. .0 . :
e Dans le cas stationnaire — = 0, les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampére conduisent

aux équations locales établies dans le cadre de la statique, soit :

ol =1 (XIIL.9)
7ol B = o J (XIIL10)

I1.4 Traductions intégrales des équations de Maxwell - exemples élémentaires d’ex-
ploitation

Les théorémes de Green-Ostrogradski (GO) et Stokes Ampére (SA) permettent d'établir le lien entre formu-
lations locale et intégrale. En effet, en intégrant les équations locales, on retrouve les principales propriétés et
théorémes intégraux de I'électromagnétisme déja abordés :

Maxwell-Gauss (MG) — divﬁ(M7 t) = p(M., 1) © ﬁ ﬁ(M, t) .d8 = 1 fff p(M,t)-dr Théoréme de Gauss
€o $/v €35

Maxwell-Thomson (MT) — divﬁ(M, t)=0 © @5 §(M, t)- dS =0 Conservation du flux magnétique
s/v

Maxwell-Faraday (MF) — ’ITO—%E(M, t) = —%—? Y = 7{ E.-dl = —% ff B-d% Loi de linduction de Lenz-Faraday (MPSI)
/s s/c

Maxwell-Ampére (MA) — @B(M, t) = po

Teall]w fia-

7 + €o 88§:| . Cﬁ = HOIenIac. total
s s/c

Théoréme d’Ampére généralisé

EXEMPLES D’APPLICATIONS :

e Champ magnétique dans un condensateur plan en régime variable

On considére ici un condensateur plan intégré dans un circuit en régime variable, c'est a dire ayant une
charge variant en fonction du temps.

En supposant le condensateur plan idéal, le champ électrique est supposé sinusoidal, homogéne entre les
armatures, et nul a I'extérieur, (i.e. pas d'effets de bord) :

10 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

ﬁ(t) = Eycoswt - e}

-q(t)

CO | I

i) +q(t)

NB : le régime étant variable, le champ électrique entre armature est variable au cours du temps : ﬁ(t)
L'équation de Maxwell-Ampére montre |'existence d'un champ magnétique entre les armatures du conden-
sateur (pas de courant physique dans cet espace, mais des courants de déplacement!!) :

£0

_%ﬁ— 7 4 OF _18@

i N P
T =~

£0
QUESTION : déterminer complétement le champ magnétique entre les armatures du condensateur.

o GEOMETRIE DU PROBLEME : axe de symétrie [Oz) = on adopte les coordonnées cylindriques (p, 0, 2)
¢ TOPOGRAPHIE DU CHAMP MAGNETIQUE

Tout plan contenant [0z) =TIT = ﬁ / @ = 3 = B(p,0,z,t) - ]
Invariance par rotation d'angle V0 = B(p,4, z,t)

Bilan :
§ :B<p,2’,t) €—g>

¢ DETERMINATION DE LA NORME DU CHAMP MAGNETIQUE

Choisissons une surface S s'appuyant sur un contour C entre les deux armatures et intégrons |'équation
de Maxwell-Ampére, ce qui revient a appliquer le théoréme d’Ampére généralisé :

— E
J{rotﬁ . d? = Clzsj/l d dt(t) cﬁ

qui devient en utilisant le théoréme de Green-Ostrogradski :

... Jean-Laurent GRAYFE o 11



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

c/s
On choisit un contour C circulaire de rayon p et d'axe [Oz) afin de pouvoir transformer le produit scalaire

? 7 en produit des normes B - dl avec B = cste sur le contour C; ainsi, I'intégration est immédiate et
ne pose aucune difficulté. On trouve :

dE(t
ﬁ(p <a,t)= 2€2d§) e = 2ﬁ2Eow x sin(wt) - e
et
2 dE(t > E
ﬁ(p > a,t) = ;702 7 ) e = —%—w x sin(wt) - e

REMARQUE - (II.4) - 3:

A I'extérieur du condensateur p > a le champ électrique est nul, et il n'y a aucun courant physique
non plus ainsi :

rot§p>azt

—nmﬁ]

mais on a cependant ﬁ (p>a,zt)# T 111 Donc roi B — ﬁ =

e Champ électrique dans un solénoide infini en régime variable

Considérons maintenant un solénoide supposé infini d'axe [Oz) comportant n spire par unité de longueur
et parcouru par un courant variable I :

I =1y - cos(wt)

Le champ magnétique au sein de solénoide est donc : E = ponly - cos(wt)e_;

Le caractére variable du courant et donc du champ magnétique du solénoide entraine |'existence d'un champ
électrique dans son espace vide, ce que montre |'équation de Maxwell-Faraday :

rotﬁ 8§

¢ TOPOGRAPHIE DU CHAMP ELECTRIQUE
Tout plan contenant [Oz) =117 = E / @ = ﬁ = E(p,0,z,1) - e

Invariance par rotation d'angle V0 = FE(p, 4, z,t)

12 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

ps
A
[e1)
>
®
&

Bilan :
E=FB(p2t) e

¢ DETERMINATION DE LA NORME DU CHAMP ELECTRIQUE

Compte tenu de la topographie du champ électrique, choisissons la-encore un contour circulaire C
d’axe [0z) de rayon p sur lequel s'appuie la surface S plane pour intégrer I'équation de Maxwell-
Faraday :

J[E 3 - 0

dt
s/c s/c
qui devient en utilisant le théoréme de Stokes-Ampére :
d
e LR
crs s/c

On trouve sans probléme aprés intégration :

ﬁ(p <a,t)= g,uonlow sin(wt) - €3

et

E(p > a,t) = g,uonlow sin(wt) - €3

II.5 Substitution a la traversée des interfaces chargées et/ou de courant : les relations
de passage

Rappel des relations de passage en live!

IIT L’approximation des régimes quasi-stationnaires - conséquences

III.1 Signification

... Jean-Laurent GRAYFE o 13



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

TR
¢ c

Lorsqu'un champ est mesuré en un point M
a la date ¢, et qu'il est engendré par des sources
situées en des points P distants de PM, les
modifications de |'état des sources doivent né-
cessairement se propager pour étre ressenties au
"point de mesure" M ; aussi, le champ électro-
magnétique se propageant a la célérité ¢ dans

J(P,t—PM/c)
p(P,t—PM/c)

le vide (cf cours sur ondes électromagnétiques Situation a t -1 Situation d ¢
chap. XIV), le temps de parcours caractéristique ‘
7 de cette propagation est donc de l'ordre de :  Fiqugrg XI11.7 - Temps de propagation des signaux électroma-
gnétiqhteM
T~ ——
c

en supposant une distribution source de dimension caractéristique faible par rapport 3 PM, afin de pouvoir
choisir un point moyen P représentatif de celle-ci.

I DEFINITION - (ITL.1) - 1:

L’ARQS consiste a négliger le temps T de parcours du champ électromagnétique entre ses sources
en P et le point de mesure en M, i.e. de poser que ¢ — cc.

CRITERE :

Appelons D ~ PM la distance caractéristique sur laquelle le champ se propage; si les variations d'état des
sources se font sur un intervalle de temps caractéristique T (une période par exemple dans le cas d'une variation
périodique), alors I'ARQS impliquera :

D
T=*<<T:>1<<1
c T

soit finalement pour toute distance D entre source et point de mesure :

D << I'=X| X longueur d'onde de I'onde propagée (XIII.11)

ILLUSTRATION : considérons un circuit comportant un générateur d'impulsion de courant et une résistance ;

X xD X xtD

} > } >
JANN TN

i(x ,t-D/c) | | i(x ,t-D/c)

® T O T

o D .
Circuita t—— Circuit a ¢
c

F1cURE XIII.8 — Illustration électrocinétique de ’ARQS

Le signal de courant s'étant propagé de x a x+D pendant la durée D/c, on peut écrire : i(z + D,t) =
i(x,t —D/c)

14 o CPGE MPS3. ..



CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

qui devient si I'on postule ¢ — oo :
i(z+ D,t) =i(z,t)

Conclusion : courant identique dans tout le circuit série en ARQS.
Exemple numérique : en live

III.2 Conséquences sur les équations locales

a - Modification des équations de Maxwell en ARQS dite "magnétique" (cas le plus
fréquent)

L'application de I'ARQS aux équations de Maxwell nécessite de revisiter ces derniéres (en supposant tout milieu
identique au vide en terme de permittivité diélectrique et perméabilité magnétique) :

On montre qu'une forme possible pour un champ de propagation harmonique s'écrit, par exemple pour le
champ électrique (onde dite "plane") :

ﬁon-cos(wt—kx—i—(p)-ﬁ

D une distance caractéristique du probléme

T un temps caractéristique de variation des sources

Appelons :
Ey I'amplitude caractéristique de f(?,t)
By I'amplitude caractéristique de ?(7,1&)
0 1
: : ot T
Conséquence sur les opérateurs : N . 1
nga’dHu HTOtHvd“} ~ s
D
Ainsi,
e L'équation de Maxwell-flux reste identique puisqu’elle comporte un second membre nul.
e |'équation de Maxwell-Gauss donne en comparant simplement les ordres de grandeurs : 50 ~ R0
€0
' , Ey By , .. . .
e |'équation de Maxwell-Faraday donne — ~ — c'est a dire le lien entre les amplitude Ej et By.

e |'équation de Maxwell-Ampére est un peu plus délicate a interpréter;
On rappelle que

7“—O7>5§ = /~L07 + Moﬁoa(f

soit :

B
lrot B|| =~ =2

D
| oF
MOE()*(%

1 Ep

~

T e2T

En comparant ces deux derniers termes, on obtient :
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CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

0FE  E,  Ey

oz Ao Lo
ot ' 2T 2T D L.
||7;%§|| ~ By = Thy — 272 << 1 (ARQS magnétique)
D?

Ainsi, en ARQS magnétique, les courants de déplacements sont négligeables et :
—»— ARQS .
rotﬁ @S magn u07

Le bilan des équations de Maxwell en ARQS magnétique est donc :

divB =0 & Equation de Maxwell-flux (XIIL.12)
dE =" & Equation de Maxwell-Gauss (XIII.13)

€0

0B
rol B = -, Eauation de Maxwell-Faraday (XIIL.14)
ol B = /L07 < Equation de Maxwell-Ampére (XIII.15)

MODIFICATION DE LA LOI DE CONSERVATION DE LA CHARGE - RETOUR SUR LA LOI DES NOEUDS
En prenant la divergence de I'équation de Maxwell-Ampére "revisitée" en ARQS magnétique, on obtient :

div [W@tz_ﬂ = ,u,odiv7

or avec |'identité div [r—oﬂ =0

on obtient la traduction locale de la loi des noeuds :

div] =0 soit gt —0 (XIIL16)

CONCLUSION : en ARQS magnétique (la plus fréquente) on retrouve toutes les propriétés du champ magné-
tique statique, en revanche il existe un champ électrique induit. On retrouve cette situation dans I'espace vide
d'une bobine électrique dans laquelle existe un champ électrique induit (cf chapitre XIV).

b - Modification des équations de Maxwell en ARQS électrique (cas plus rare)

Dans certains cas (étude d'un condensateur en régime variable par exemple : cf TD) & l'inverse de I'ARQS
magnétique, on peut négliger les courants physiques sur les courants de déplacement i.e. les effets magnétiques
sur les effets électriques, i.e. on néglige ’induction ;

Le bilan des équations de Maxwell en ARQS électrique est donc :

divB =0 & Equation de Maxwell-flux (XIIL17)
dvE =" & Equation de Maxwell-Gauss (XIII.18)
€0
mﬁ = ﬁ < Equation de Maxwell-Faraday en ARQS électrique (XIII.19)
=B 9 : , . ol
rotB = upep—— < Equation de Maxwell-Ampére en ARQS électrique (XII1.20)

ot
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CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

CONCLUSION : en ARQS électrique (la moins fréquente) on retrouve toutes les propriétés du champ électrique

statique, en revanche il existe un champ magnétique "induit" (puisque rot B # (). On retrouve cette situation
dans I'espace interarmatures d'un condensateur dans lequel aucun courant physique n'existe, a I'inverse des courants
de déplacement qui dominent; il y existe un champ magnétique (cf chpitre XIV).

IV  Les équations de propagation des champs dans le vide : premier contact
et quelques premiéres conclusions!

IV.1 Etablissement

p=0

7=1

Rappelons les équations de Maxwell de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampére, ou équations de couplage
des champs (F, B) :

Considérons une région d'espace vide de charge et de courant, i.e. «vide électromagnétique» :

— 8§

rot = —W
et
B = o2l

ot
e —
Formulaire : 7o (r—o%) = grad(div) — Delta
En prenant le rotationnel de I'équation de MF, et en tenant compte de I'absence de charge, on obtient :
%
— — 0 t?
grad [divﬁ} —AE _ 9o

ot
=0

ce qui devient avec I'équation de Maxwell-Ampére indiquée plus haut :

B E)ZE —

v = 0 | Equation de d’Alembert a 3D (XIII.21)

Expression développée en coordonnées cartésiennes :

(a? 0 a?) el W o R

2 2 2 y 2 572 y
ox oy 0z o c? ot E.

Exercice de cours: (IV.1) - n° 2 Reprendre cette démarche avec le champ magnétique, et montrer que :

e ()QB —

/IQF() =0 (XIH.22)
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CHAPITRE XIII. LES EQUATIONS DE MAXWELL

Ainsi, les champs ﬁ et § sont tous deux régis par la méme équation aux dérivées partielles appelée Equation
de d’Alembert a 3D.
Nous montrerons dans le cours sur les ondes électromagnétiques que cette équation caractérise la propagation

du champ (ﬁ,ﬁ) a la célérité c =

Ho€o

IV.2 Nécessité du couplage électromagnétique - Retour sur '’ ARQS

En appelant D et T respectivement une longueur et une durée caractéristiques du probléme; avec I'ARQS
revenant a négliger les temps de propagation des ondes, on a :

D << cTl

Le cas limite revient & poser une vitesse de propagation infinie ¢ — oo modifiant ainsi I'équation de Maxwell-
Ampére :
1 8E(M, t) —
LN
c2 ot

CONSEQUENCE : absence de couplage (ﬁ(M, t),ﬁ(M,t)) dans I'équation de MA.
les équations de propagation des champs deviennent alors :

{XE(M, H=10
9

rol B(M, 1) =

RKB(M,t) =10 } 7 EDA

= Les solutions de ces équations ne sont pas propagatives.

PROPRIETE - (IV.2) - 2:

On retiendra %ue /zgropagation des champs E et ? est liée a I'existence d'un couplage des

équations de E et

L' "extinction" de ce couplage dans 'une des équations de MF et MA au moins entraine la
disparition des durées de propagation (et donc de la notion méme de propagation!); on est bien
ici dans le cadre de I'’ARQS ot par exemple un systéme récepteur percoit instantanément les
modifications du champ électromagnétique liées a une modification de I'état de ses sources!!!
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